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Giuseppe Peano (1858-1932) dokonat wielu odkry¢ i wprowadzil wiele pojeé, ktére
przypisywane sg innym matematykom, mimo iz ich wkiad byl pdzniejszy i czesto
posledniejszy. Naszym gtéwnym celem jest przypomnienie tych jego dokonafi, ktére sg
najmniej znane oraz wskazanie na warto§¢ innych, ktére wydaja si¢ niedostatecznie
docenione. Zastanowimy si¢ takze nad przyczynami tej niezrozumiatej niepamigci.

Peano rozpoczat studia matematyczne na Uniwersytecie Turyfiskim w 1876 roku, a
ukoficzyt w roku 1880 z wysokim odznaczeniem (pieni voti assoluti)'. Przez rok byt
asystentem D’Ovidia, a potem zostal asystentem Gennocchiego. Z powodu probleméw
zdrowotnych Gennocchiego, ktéry miat juz wtedy 64 lata, Peano przejat wkrétce wyktad
swego mistrza z rachunku rézniczkowego i catkowego.

Ta odpowiedzialna funkcja przyczynita si¢ zapewne do wyjatkowej starannoSci z jaka
Peano przygotowywal swe wyktady. Postugiwal si¢ notatkami jakie studenci robili z
wyktadéw Gennocchiego w poprzednich latach, a takze przegladat wszystkie dostgpne wtedy
podreczniki. W ten sposéb odkryt wiele niedoskonatoSci i bledéow we wspdiczesnej mu
literaturze. Jednym z owych btedéw byta definicja pola powierzchni z podrecznika do
rachunku rézniczkowego i catkowego J.-A. Serreta’, ktéra, jak pokazal Peano’, prowadzita do
sprzecznoSci w przypadku powierzchni bocznej walca. Wkrétce Peano opublikowat
podrecznik (Angelo Genocchi, Calcolo differenziale e principii di calcolo integrale,
pubblicato con aggiunte dal Dr. Giuseppe Peano, Ed. Fratelli Bocca, Torino 1884), ktéry

1 Tylko dwéch kandydatéw zdato.

2J.-A. Serret, Cours de calcul différentiel et intégral, volume 2, Gauthier-Villard, Paris 1880

? Peano dokonat tego odkrycia w 1882 roku. Jego kontrprzyktad, oparty na przyblizeniach walca latarniami
weneckimi, byt identyczny z kontrprzyktadem Schwarza z 1880.



faktycznie byt autorstwa Peany, jak oSwiadczyt sam Genocchi, cokolwiek niezadowolony z
samowolnej inicjatywy swego asystenta.

Mozna si¢ zastanawia¢ w jakim stopniu precyzja i prostota, z jakg formutowal swe
obserwacje matematyczne, byla spowodowana starannoScia wynikajaca z poczucia
odpowiedzialnoSci w jego roli zastepcy Gennocchiego, a w jakim byta charakterystyczna dlan
juz uprzednio. A moze po prostu owa jasno$¢ przekazu byta odzwierciedleniem tatwosci i
glebi zrozumienia. W kazdym razie kontrastowala ona z brakiem ScistoSci jezyka
przewazajacej wigkszosci tekstéw matematycznych tamtej epoki.

Latwos¢ z jaka Peano pojmowal i przedstawial swe odkrycia, czgsto wyprzedzajace
ducha jego epoki, stanowita zapewne trudno$¢ dla wspétczesnych. Do dzi§ zreszta wielu
sadzi, iz jesli idea jest jasna, to pewnie nic w niej nie ma. By¢ moze dlatego r6zne dokonania
nie przykuty dostatecznie uwagi i zostaly zapomniane. Podajmy jako przyktad uwage Peany
zawierajgcg ide¢ mierzalnoSci podzbioru ptaszczyzny®.

Najbardziej naturalny sposob pojecia pola figury polega na wyobrazeniu sobie
wielokqtow zawierajqcych figure w swoim wnetrzu oraz wielokqtow zawartych w jej wnetrzu;
istnieje infimum pola pierwszych i supremum pola drugich; jesli sie pokrywajq, to ich
wspolna wartoS¢ stanowi pole figury, dobrze zdefiniowane i obliczalne z dowolng
doktadnosciq. Gdyby te wielkosSci okazaty sie roine, pojecie pola w tym przypadku nie
istniatoby.

Zauwazmy iz innym przykladem czytelnoSci przekazu (w tamtych czasach) sg dzieta
Cantora. Cechg wspdlng Cantora i Peany bylo zrozumienie konieczno$ci wprowadzenia
jednoznacznego jezyka do wyrazania poje¢ matematycznych, jezyka ktéry stanowitby
nieodtgczny sktadnik rozumowania’. Stosowanie mieszaniny jezykéw naturalnych i formut
matematycznych, ktére charakteryzowato dyskurs matematyczny do XIX-ego wieku,
przyczynito si¢ do rozlicznych btednych we wnioskach wycigganych przez licznych, takze
wybitnych, matematykéw. Peano taki jezyk wprowadzit i uzywat w procesie dowodowym.
Dzigki niemu odkryt pewnik wyboru (czternasScie lat przed Zermelo). Peano formutuje
pewnik wyboru w dowodzie istnienia rozwiazan réwnan roézniczkowych®, ktore byt
przeprowadzony wylacznie w jezyku formalnym z komentarzem po francusku. Zermelo
wspomina’, iz ide¢ pewnika pojawita si¢ w rozmowach z Erhardem Schmidtem. Jest bardzo
prawdopodobne, iz ten znat artykul Peany z 1890.

Przedstawmy aksjomatyzacj¢ liczb naturalnych zaproponowang przez Peang w 1981
roku®, poprzedzona komentarzem Peany’, w ktorym stwierdza, iz zasadnicza trudno$é
aksjomatyki (uporzadkowanego) zbioru liczb naturalnych wynika z nieScistosci jezykow
pospolitych 1 proponuje jezyk skladajacy si¢ wylgcznie z symboli logicznych 1
arytmetycznych.

Quaestiones, quae ad mathematicae fundamenta pertinent, etsi hisce temporibus a
multis tractatae, satisfacienti solutione et adhuc carent. Hic difficultas maxime ex
sermonis ambiguitate oritur [...] ldeas omnes quae in arithmeticae principiis occurrunt,
signis indicavi, ita ut quaelibet propositio his tantum signis enuncietur. Signa aut ad
logicam pertinent, aut proprie ad arithmeticam.

4 G. Peano, Sull’integrabilita delle funzioni, Atti Accad. Scienze di Torino, 18, 439-446, 1886.
5 Wprowadzenie uniwersalnego jezyka naukowego bylo juz postulatem Leibniza.

6 G. Peano, Démonstration de I’intégrabilité des équations différentielles ordinaires, Mathematische Annalen,
37, 182-228, 1890.

7 E. Zermelo, Beweis, daB jede Menge wohlgeordnet werden kann, Mathematische Annalen, 59, 514516, 1904.
8 G. Peano, Sul concetto di numero, Rivista di Matematica, 1 (1891) 87-102, 256-67.
9 G. Peano, Arithmetices principia, nova methodo exposita. Bocca, Augustae Taurinorum, 1889.



Jak wida¢, praca Peany z ktorej pochodzi powyzszy cytat, jest napisana po tacinie,
natomiast nastepujacy fragment, pochodzacy z pigtego i ostatniego wydania Formulario
mathematico'’, encyklopedii matematycznej redagowanej przez Peane, jest napisany w
facinie nieodmiennej (latino sine flexione), sztucznym jezyku wprowadzonym i uzywanym
przez Peang¢ w komentarzach do czgSci czysto matematycznych, pisanych w jezyku
formalnym Peany''.

[...] nos sume tres idea N,, 0, 4+ ut idea primitivo, per que
nos defini omni symbolo de Arithmetica.

Nos determina valore de symbolo non definito N,, 0, 4+ per
systema de propositio primitivo seauente.
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4 abe N, . a+ = b+ D a==b
8 agN,.D). ¢4 ==0

Mozna przypuszczad, ze jezyk formalny, ktérego opanowanie wymagato pewnego cho¢
niewielkiego wysitku, stanowil dodatkowg bariere w dostepie do osiggni¢é Peany.

W 1887 Peano wydaje Applicazioni geometriche’>, a w 1888 Calcolo geometrico
secondo Ausdehnungslehre di H. Grassmann"’. Wigkszo$¢é fundamentalnych dokonaf Peany
juz si¢ w nich znajduje, cho¢ czgsto jeszcze w nieostatecznej formie. Dotycza one rachunku
r6zniczkowego, logiki, teorii zbioréw, arytmetyki, topologii, przestrzeni unormowanych,
teorii catki i miary oraz réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Oto niewyczerpujaca lista
najwiekszych osiggni¢¢ Peany:

Scista formalizacja jezyka logiczno-matematycznego.

Sformutowanie aksjomatu wyboru (1890).

Aksjomatyzacja liczb naturalnych (1889).

Aksjomatyzacja przestrzeni wektorowej (1888).

Teoria operatorow liniowych. Definicja normy operatora liniowego (1888).
Definicja rézniczkowalnos$ci funkcji (wektorowej, 1908) wielu zmiennych (1887).
Definicja wngtrza, brzegu 1 domknigcia podzbioru (przestrzeni euklidesowej) (1887).
Definicje miary wewnetrznej, zewnetrznej 1 mierzalnosci (1883).

Definicje granic topologicznych gornej 1 dolnej rodziny zbiorow (1887, 1903).
Definicje stozkow stycznych gornego 1 dolnego (1887, 1908).

Warunki konieczne optymalnosci (1887).

Odwzorowanie ciggte odcinka w kwadrat (1890).

10 G. Peano, Formulario Mathematico, Fratelli Bocca Editori, 1908.

11 Symbol D oznacza wynikanie, € oznacza przynalezno$é (obecnie €), Cls oznacza klase wszystkich zbiorow.
12 G. Peano, Applicazioni Geometriche, Fratelli Bocca Editori, 1887.

13 G. Peano, Calcolo geometrico secondo Ausdehnungslehre di H. Grassmann, Fratelli Bocca, 1888.



Operatorowa teoria systemow liniowych réwnan rézniczkowych (1888).

Twierdzenie o istnieniu rozwigzan réwnan rézniczkowych przy zatozeniu cigglosci
danych (1890).

Teoria miary addytywnej (1887).

Definicja pochodnej miary wzgledem innej miary. Twierdzenie o catkowaniu (1887).
Teoria zwartosci w jezyku rodzin dystrybutywnych 1 antydystrybutywnych (rusztow
filtrow) (1887).

Twierdzenie o zamiatajacej stycznej (uogolnienie twierdzenia Mamikona) (1887).

Omoéwmy kilka z tych, ktore wydajg si¢ najmniej znane.

Rozniczkowalnosé

Uogdlnienie pojecia pochodnej funkcji jednej zmiennej rzeczywistej na funkcje wielu
zmiennych nie byto oczywiste, jak mogloby si¢ wydawac a posteriori. W praktyce do XIX-
ego wieku uzywano rozniczki zupetnej definiowanej przy pomocy pochodnych czastkowych,
najczesciej milczaco zaktadajgc ich cigglosc.

Peano zdefiniowal w Applicazioni geometriche (1887) pochodng funkcji rzeczywiste;]
okreSlonej na dowolnym (niepustym) podzbiorze przestrzeni euklidesowej z jego punkcie
skupienia. W Formulario mathematico (1908) méwi, ze funkcja f z podzbioru A jednej
przestrzeni euklidesowej X w drugg Z jest rézniczkowalna w punkcie skupienia x zbioru A,
jesli istnieje operator liniowy L : X — Z, taki ze

fly) = f(z) — L(y — x)

=0
ly — =]

hmABy—m

Jest to definicja wspdiczesna, mimo ze zostala sformulowana ponad sto lat temu.
Wystepuja w niej pojecia operatora liniowego 1 normy. Przypomnijmy teraz, ze to Peano
wprowadzit abstrakcyjne pojecie przestrzeni wektorowej, przeksztatcenia liniowego, normy i
normy operatorowej w 1888.'* Pamigtajmy, iz jezyk wektorowy nie byl powszechnie
uzywany na poczatku XX-ego wieku; rozpowszechnil si¢ stopniowo dopiero w latach
trzydziestych po ukazaniu si¢ Théorie des opérations linéaires Banacha 1 Zur
Operatorenmethode in der klassischen Mechanik Von Neumanna .

Definiujac pochodng przy pomocy operatora liniowego, Peano uniezaleznit rachunek
rézniczkowy od ukfadu wspétrzednych, a wiec umozliwil jego reprezentacje w réznych
uktadach, a co za tym idzie, przedstawit zmian¢ zmiennych jako ztozenie operatoréw.

Pochodna Peany nazywana jest obecnie pochodng Frécheta, ktéry publikuje w 1911
roku note'®, gdzie méwi, ze funkcja dwéch zmiennych f jest rézniczkowalna w danym
punkcie, jezeli powierzchnia przez nig okreSlona posiada jedyng ptaszczyzne styczng w
odpowiadajacym punkcie powierzchni nie zawierajacg prostej pionowa.

14 G. Peano. Calcolo geometrico secondo Ausdehnungslehre di H. Grassmann. Fratelli Bocca, 1888.
15 Ann. of Math. (2) 33 (1932), no. 3, 587-642.
16 M. Fréchet, Sur la notion de différentielle, C.R.A.Sc. Paris, 152, 845-847, 1911.



Une fonction f (@, y) a une différentielle & mon sens au point (x4,y,), 5i la
surface = = f(x, y) admet en ce point un plan tangent unique non paralléle
@0z : 5—5,=p(x—zy) + g(y —y,). Etalors cette differenticlle est par
definition {'expression .
PAzZ+qAy,

ot Az, Ay sonl des accroissements arbitraires de x, v.

Kontrast migdzy nowoczesng, precyzyjng definicja Peany a mgtawym opisem Frécheta
jest ogromny. Pamietajmy, iz w tamtych czasach pojecie stycznej posiadalo wiele
sprzecznych okreSlei. To wtlasnie Peano dostarczyt wiele przykladéw sprzecznosci
rozlicznych definicji, a nastgpnie podat definicje, matematycznie prawidlowe, stozkow
stycznych, gérnego i dolnego, jako granicy, odpowiednio gérnej i dolnej (zwanych dzi$
Kuratowskiego) odpowiedniej jednoktadnoSci.

Zwr6émy uwage na jeszcze jeden aspekt. Peano definiuje rézniczkowalno$¢ funkcji
okre§lonej na dowolnym zbiorze! Peano, obok Cantora, jest jednym z pierwszych
matematykéw rozumujacych w kategorii zbioréw abstrakcyjnych. Na przyklad Peano
definiuje funkcje z X do Y jako podzbior produktu kartezjanskiego X xY. Jest to w tamtych
czasach prawdziwa rewolucja.

Peano bada wielorakie aspekty rézniczkowalnoSci. W 1892 wprowadza pojecie
nazywana dzisiaj czgsto Scistq rozniczkowalnoscig, ktére jest mocniejszym wariantem
omawianej wczedniej rézniczkowalnosci

fly) - 1)

y—z
i pokazuje, ze Scista rézniczkowalno§¢ na zbiorze otwartym jest rdwnowazna ciggtej
rézniczkowalnosci na tym zbiorze, to znaczy przynaleznoéci f do klasy C'. W 1888 roku
dowodzi twierdzenie o wartosci Sredniej dla funkcji wektorowej, w ktérego sformutowaniu
wystepuje pojecie domknietej wypuktej powtoki zbioru, wprowadzenie ktdrej przypisywano
Minkowskiemu'’. W 1892 Peano definiuje rozwinigcia wielomianowe funkcji i pokazuje
przyktady funkcji majacej nieciggtosci w dowolnym otoczenie punktu, w ktérym posiada
rozwinig¢cia wielomianowe dowolnego rzedu.

= f'(z)

hmABy,z—m

Warunki optymalnoSci

Juz w 1887 roku, w Applicazioni geometriche pojawia si¢ Regula, czyli warunek
konieczny optymalnoSci funkcji rézniczkowalnej w punkcie skupienia dowolnego podzbioru
przestrzeni euklidesowej. Ponizsza jej forma pochodzi z Formulario mathematico z 1908
roku.

Regula. Jesli funkcja f zdefiniowana na zbiorze A, rozniczkowalna w punkcie
skupienia x tego zbioru, osiqga maksimum w tym punkcie, to pochodna f’(x) jest ujemna w
dowolnym kierunku nalezqcym do gornego stozka stycznego do A w punkcie x.

Takze 1 w tym przypadku sformutowanie Peany zadziwia nowoczesnoS$cig i precyzjq.
Doktadnie tak samo wypowiadamy to twierdzenie dzisiaj. I znowu niespodzianka w postaci

17 H. Minkowski, Geometrie der Zahlen. Teubner, 1896.



gérnego stozka stycznego, zwanego tez kontyngentem i przypisywanego Bouligandowi'® i F.
Severiemu'’.

Bouligand 1 Severi okreslaja goérny stozek styczny do zbioru 4 w punkcie x jako zbior
potprostych bedacych granicami siecznych 4 wychodzacych z x. Moze to dziwi¢ w
przypadku Bouliganda, gdyz znal on dobrze przestrzenie wektorowe®. Kilkadziesigt lat
wczesniej, Peano definiuje to samo pojgcie precyzyjnie 1 nowoczesnie jako nastepujaca
granice gorna”':

Tang(A,z) :=z+ Ls AA-—2x)
A—r—+00

a juz w Applicazioni geometriche (1887) pojawia si¢ afiniczny dolny stozek styczny
tang(A,x) :== o + Li x4 00A (A — ).

Figura tangente Severiego z 1931 roku to doktadnie gorny stozek Peany.

Przypomnijmy definicje symboli granic wystepujace w powyzszych okresleniach.
Granice dolng i gorng ,,figury zmiennej”, to znaczy rodziny podzbiordw A, przestrzeni
euklidesowej zaleznych od rzeczywistego parametru 4, Peano definiuje odpowiednio w 1887 i
1908 jako

LiA—)—}—oo A)\ = {y & X : lim)\_)+oo d(y, A)\) = 0}
Lsx—+00 Ay = {y e X: limian_>+oo d(y, A)\) = O}

oraz podaje wzor teoriomnogosciowy

LS>\_>OO A)\ == ﬂnEN cl U)\Zn A)\.

Granice te zwane sg najczesciej granicami Kuratowskiego, czasami Kuratowskiego-
Painlevé®. Znajduja si¢ one takze w Grundziige der Mengenlehre F. Hausdorffa z 1914 roku.
Jak widzimy, Peano uzywat tych granic wiele wcze$niej niz wspomniani autorzy.

Jak wspomnieliSmy, Severi definiuje stozek goéorny w 1931. Zaréwno on jak 1
Guareschi pare lat pozniej badaja zwiazki rdzniczkowalnosci ze stycznymi do wykresow
odpowiednich funkcji. Jest zaskakujace, iz nie cytuja oni Peany. Peano wyktadat od 1880 do
1932 roku na Uniwersytecie Turynskim, gdzie Severi i Guareschi studiowali matematyke
okoto 1900 roku. Peano byt wtedy u szczytu stawy™, jego ksiazki byly powszechnie znane, w
szczegolnosci podreczniki z 1887 1 1888 roku, a w tych podrecznikach Peano opisywat
pojecia styczno$ci 1 liczyl styczne rozlicznych figur klasycznych. Dlaczego jego byli
uczniowie go nie cytuja. Wiadomo, ze o nim pamigtali. W 1954 Severi pisze o Peanie jako o
wielkim logiku matematycznym, ktory byt jego mistrzem i przyjacielem™*. W 1928 Guareschi
wysyla telegram do Peany z okazji urodzin.

18 G, Bouligand, Introduction a la géométrie infinitésimale directe, Gauthier-Villars, 1932.

19°F. Severi, Su alcune questioni di topologia infinitesimale. Annales Soc. Polon. Math., 9:97— 108, 1931.

20 G, Bouligand, Lecon de la Géométrie Vectorielle, Vuibert, 1924.

21 Jest to stozek afiniczny; czesto uzywa sie obecnie stozka wektorowego bedacego translacja poprzedniego.
22 K. Kuratowski w Topology (tom 1, Academic Press, 1966) cytuje P. Painlevé z C. R. Paris 148 (1909), p.
1156.

23 W 1900 Peano uczestniczyt w Paryzu w dwéch kongresach, matematykow i filozoficznym. Obecny tam
Bertrand Russell opowiada, iz Peano, we wszystkich debatach, w ktérych brat udziat, niezmiennie miat racjg.
24 F_ Severi. Enrico Poincaré e la sua opera. In Poincaré, pages 7-42. Casa Editrice L’ Arco-Firenze, 1949. Na
stronie 23 Severi pisze: Il nostro grande logico matematico Giuseppe Peano, che fu mio maestro ed amico e
della cui intuizione conobbi tutta la forza.



Topologia

Peano formalizuje definicje wnetrza, brzegu 1 domknigcia zbioru oraz podaje ich
zwigzek z pojeciem Cantora zbioru domknietego (Applicazioni geometriche z 1887 roku).
Pojecia te, dotyczace podzbioréw przestrzeni euklidesowych, uzywane byty juz uprzednio
dos¢ powszechnie, ale w sposob nieformalny. Jedng z zasadniczych motywacji Peany przy
wprowadzeniu S$cistej definicji tych poje¢ wydaje si¢ potrzeba usci$lenia poje¢ miary
wewnetrznej i zewnetrznej™.

Od lat osiemdziesigtych XIX-tego wieku Peano uzywa metod topologicznych rutynowo
w réznorodnych dzialach analizy. Jak wspomnieliSmy w poprzednim rozdziale, juz w 1887
roku definiuje topologiczng granicg dolng, a w 1908 1 granice goérng, sparametryzowanej
rodziny zbiorow, ktore stosuje przy definiowaniu stozkow stycznych.

Najstynniejszym topologicznym wynikiem Peany jest zapewne twierdzenie o istnieniu
ciggtej krzywej pokrywajacej kwadrat, mimo iz Hausdorff kwalifikuje je jako jeden z
najbardziej zdumiewajacych faktow teorii mnogosci*®. Jest to jedno z najbardziej znanych
twierdzen Peany. Obecnie jest ono szczegdlnym wnioskiem twierdzenia Hahna-
Mazurkiewicza o tym ze kazda przestrzen metryczna zwarta, spojna i lokalnie spdjna jest
cigglym obrazem domknigtego odcinka. Mniej znany jest fakt, ze Peano podaje wzor
analityczny tej krzywej, w przeciwienstwie do innych matematykow komentujacych krzywa
Peany, podajacych tylko ciag jej przyblizen.

Natomiast najbardziej niebywale jest rutynowe stosowanie przez Pean¢ w latach
osiemdziesiatych®’ pojecia zwartoéci, formutowanego przy pomocy rodzin dystrybutywnych i
antydystrybutywnych. Forma dystrybutywna zostala wprowadzona przez Cantora w 1884
roku®®. Rodzina zbioréw nazywa si¢ dystrybutywng jesli

(]D) HyUHi e H<— Hye Hor H € H.

Zauwazmy iz jest niczym innym jak rusztem filtru Choqueta®. Rodzina antydystrybutywna
Peany otrzymana jest przez przejScie do dopetnienia rodziny dystrybutywnej. Rodzina
zbiorOw nazywa si¢ antydystrybutywng jesli

(H) AjUA1 e A<= Ape Aand A; € A.

Rozpoznajemy definicj¢ ideafu zbiorow. Rodzina dopelnien elementow rodziny
dystrybutywnej jest filtrem, to znaczy speinia warunek

(F) Foe Fand Fi € F <= FyNF € F

Chociaz termin zwartos¢ (compactness) pojawit si¢ poOzniej, nastepujaca wiasnosé
zbioru S rozpatrywana przez Cantora wyraza wtasnie (warunkowg) zwarto$¢:
Dla kazdej rodziny dystrybutywnej zawierajgcej S, istnieje punkt ktorego kazde
otoczenie nalezy do tej rodziny.
Przypominajac sobie, iz rodzina jest antydystrybutywna wtedy i tylko wtedy jest ona rusztem
pewnego filtru, otrzymujemy rownowazng wiasnosc:
Kazdy filtr ktorego elementy przecinajq S, ma punkt skupienia.
Przechodzac do dopelnien rodzin dystrybutywnych, dostajemy:

25 Podobnie w przesztosci Cauchy zdefiniowat ciaglosé z okazji wprowadzenia catki.

26 Das ist eine der merkwiirdigsten Tatsachen der Mengenlehere, deren Entdeckung wir G. Peano verdanken. F.
Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, 1914.

27 XIX-tego wieku.
28 G. Cantor. Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten. Mathematische Annalen, 24, 454-488, 1884.

29 G. Choquet. Sur les notions de filtre et de grille. C. R. Acad. Sci. Paris, 224, 171-173, 1947. Zbior H nalezy
do rusztu rodziny podzbioréw pewnego zbioru 4 jesli H ma wspdlny punkt z kazdym elementem 4.



Jakikolwiek ideat zawierajgcy otoczenie kazdego punktu, zawiera S.
Innymi stowy, pokryciowa’ definicje warunkowej zwartosci:

Kazde topologiczne pokrycie przestrzeni posiada skonczong podrodzine pokrywajgcg S.

Uzywajac rodzin dystrybutywnych, Cantor pokazuje w 1884, ze kazdy ograniczony
podzbior przestrzeni euklidesowej jest warunkowo zwarty”'. Jest intrygujace, iz Cantor, ktory
zazwycza] przywigzywal wielka wage do adekwatnosci terminologii, nie daje zadnej nazwy
rodzinom dystrybutywnym, moéwigc jedynie o prostej i1 bardzo ogdlnej wiasnosci. W
Applicazioni geometriche Peano wprowadza terminy dystrybutywnos¢ 1 antydystrybutywnosc
oraz thumaczy twierdzenie Cantora na jezyk antydystrybutywny.

Trudno powstrzymac¢ si¢ od refleksji nad znaczeniem w badaniach matematycznych
nazywania poje¢, ktore wydaja si¢ istotne, gdyz jest to sposdb na wskazanie owej istotnosci
czytelnikowi. Wydaje si¢, ze Zermelo przeoczyt waznos¢ rodzin dystrybutywnych w pracach
Cantora, ktorych byt wydawca pieé lat pozniej, bo przypisuje ich definicje Peanie®.

Przypomnijmy, ze Borel dowodzi dopiero w 1895, ze odcinek domknigty i ograniczony
jest (pokryciowo) zwarty>®. Inne sformutowania abstrakcyjnego pojecia zwartosci pojawiaja
sie¢ w 1902 (Lebesgue), 1921 (Vietoris) 1 1923 (Aleksandrow 1 Urysohn).

Peano postuguje si¢ dystrybutywnag definicjag zwartosci w dowodzie twierdzenia o
istnieniu rozwiazafh systemu rownan rozniczkowych. Aby pokazaé z jaka latwoscig i
elegancja stosuje Peano abstrakcyjng definicje zwarto$ci, naszkicuymy dowod Peany z 1887
faktu, ze kazda rzeczywista funkcja ciggta na przestrzeni zwartej osigga maksimum:

Niech f bedzie funkcjg ciagla na przestrzeni zwartej S 1 niech H bedzie rodzing tych
podzbioréw przestrzeni, na ktdérych supremum f rowne jest supremum na catej przestrzeni.
Poniewaz H jest rodzing dystrybutywnag podzbioréw przestrzeni zwartej, istnieje punkt x,
ktorego kazde otoczenie nalezy do H, wigc

sup f (S) = infycp(gysup f (V).

Poniewaz f jest ciggla, powyzsza granica gorna jest rowna wartosci funkcji w x.

Teoria calki i miary

Peano interesuje si¢ problemami teorii miary od samego poczatku swej dziatalnosci
naukowej. Jak wspomnieliSmy, w 1882 odkrywa, ze definicja pola powierzchni
zaproponowana przez J.-A. Serreta w jego slynnym podrgczniku jest wadliwa, a w 1883
definiuje miar¢ wewnetrzng 1 zewnetrzng oraz mierzalno$§¢ podzbioru przestrzeni
euklidesowe;.

Peano wprowadza abstrakcyjne pojecie miary jako dystrybutywnej rzeczywistej funkcji
zbiordw, to znaczy 1z miara sumy dwoch zbiorow jest rowna sumie ich miar, jezeli miara ich
przecigcia jest zerowa. W szczegolnosci, miara Peany jest skonczenie addytywna. Definiuje

30 Rodzine podzbioréw przestrzeni topologicznej nazywamy pokryciem topologicznym, jesli kazdy punkt ma
otoczenie nalezace do tej rodziny.

31 Dla dowolnej rodziny dystrybutywnej H zawierajacej taki podzbior, Cantor konstruuje malejacy ciag
domknigtych zbioréw o $rednicy dazacej do zera i nalezacych do H. Z ciaglosci odcinka wynika, iz przecigcie
tych zbioréw zawiera jeden punkt, wiec wszystkie otoczenia tego punktu nalezg do H.

32 E. Zermelo. Uber das MaB und die Diskrepanz von Punktmengen. Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, 158, 154167, 1927.

33 E. Borel, Sur quelques points de la théorie des fonctions, Ann. Sc. E.N.S. 3e série, 12, 9-55, 1895. Borel
uzywa w dowodzie indukcji pozaskonczonej, nie definiujac jej precyzyjnie.

34 G. Peano. Démonstration de I’intégrabilité des équations différentielles ordinaires. Mathematische Annalen,
37:182-228, 1890.



catki dolng 1 gorng jako odpowiednie ekstrema sum Riemanna. Te prace Peany wywierajg
wplyw na pozniejsze prace Jordana i Lebesgue’a i innych. Wazny wptyw w teorii miary ma
takze topologiczne twierdzenie Peany o ciaglej krzywej pokrywajacej kwadrat, jako ze zbior
punktow, w jakich ta funkcja nie jest roznowartosciowa, jest zaniedbywalny.

T. Hawkins w swej historii teorii miary>> zauwaza, iz teoria Peany jest zadziwiajaco
elegancka 1 abstrakcyjna jak na prace z 1887 roku i frapujaco nowoczesna w swym podejsciu.

Peano definiuje pochodng miary p wzgledem miary n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej analogicznie do Scistej pochodnej funkcji.

N (%)
9p() = clglglj vol, (@)’

Pochodna Cauchy’ego natomiast jest analogiczna do zwyczajnej pochodnej funkcji.

Q)

Znaczy to, 1z w przypadku pochodnej Peany, zbior O dazy (w sensie topologicznych
granic rodzin zbioréw) do rozwazanego punktu dowolnie, za§ w przypadku pochodnej
Cauchy’ego, z warunkiem ze go zawiera.

Stosujac rodziny dystrybutywne, Peano pokazuje, ze jesli jego pochodna istnieje, to jest
ciggla 1 spetnia

M(Q):/Qgpdvoln.

Powyzsza formuta formalizuje ide¢ Keplera i Cauchy’ego wspolistniejgcych wielkosci 1
poprzedza abstrakcyjne twierdzenia Radona-Nikodyma.

Proba wyjasnienia

Starajagc  si¢  wyjasni¢ przyczyny zapomnienia c¢zy niedocenienia roéznych
fundamentalnych dokonan Peany, wymienialiSmy jego prostot¢ w wyrazaniu gltebokich mysli,
ktora kontrastowala z mozolnym 1 zawitym jezykiem charakteryzujacym znakomitg
wickszo$¢ publikacji matematycznych jego czasow. Sama istota réznych koncepcji Peany
wyprzedzata tamtg epoke. Mowilismy takze, iz formalny jezyk matematyczno-logiczny, ktory
wprowadzit dla osiggni¢cia jednoznacznosci semantycznej 1 jakiego uzywal w dowodach, byt
przeszkoda w poznaniu jego dzieta.

Nowatorstwo Peany rozbudzito wrogo$¢ wsrdd konserwatywnych matematykdéw, a w
szczegolnosci wielu jego kolegow z Uniwersytetu Turynskiego. Na przyktad, juz samo
uzywanie przestrzeni wektorowych wywotywato niecheé. W liscie do C. Jordana z 1894,
Peano zali si¢ iz jego tworczos$¢ jest badz nieznana, badz niedoceniana przez jego otoczenie.

35 T. Hawkins. Lebesgue’s theory of integration. Its origin and developments. AMS Chelsea Publishing, 1975.
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Kiedy w 1925 roku, popierany przez Szkol¢ Peany, mimo opozycji grupy Corrado
Segre, Tricomi otrzymat katedre matematyki na Uniwersytecie Turynskim, wrogos¢ do Peany
1 jego matematyki znalazta w nim swoje wcielenie.

Wspomnijmy, ze do Szkoty Peany nalezeli migdzy innymi Giovanni Vailati, Filiberto
Castellano, Cesare Burali-Forti, Alessandro Padoa, Giovanni Vacca, Mario Pieri, Tommaso
Boggio i Ugo Cassina®®. W pewnym sensie Bertrand Russell czut si¢ tez czlonkiem Szkoty
Peany. Russel wspomina®’: The Congress [of Philosophers in Paris in 1900] was a turning
point in my intellectual life, because I there met Peano.

Peano zostal de facto pozbawiony wyktadu z rachunku rézniczkowego 1 catkowego,
cho¢ formalnie to on sam odstgpil wyklad Tricomiemu. Kariery ucznidéw Peany byly
powaznie utrudnione. Afiszowanie powigzan z Peang stalo si¢ niezreczne a nawet wrecz
szkodliwe.

Ostracyzm wzmogt si¢ gdy Peano rozwingl badania nad logika 1 formalnym jezykiem
logiczno-matematycznym.

W 1958 roku stynny ekonomista, Luigi Einaudi, ktory byl profesorem Uniwersytetu
Turynskiego zanim zastal prezydentem Republiki Wioskiej, pisze>* o zapomnianym
dziedzictwie Peany i o losie jego utalentowanych uczniow, z ktorych jeden (Vacca) zostat
profesorem jezyka chinskiego 1 literatury chinskiej, a drugi (Vailati), mimo wielkiego uznania
jakim cieszyt si¢ wsrod matematykow na §wiecie, nie otrzymal profesury 1 utrzymywat si¢ z
uczenia w szkotach §rednich.

1l professor Peano fu vero maestro, sia per l'invenzione di teoremi, che ritrovati poi
da altri, resero famosi gli scopritori, sia per l'universalita del suo genio. Nemmeno a
farlo apposta, taluni suoi assistenti ai quali si pronosticava un grande avvenire nel
campo matematico, presero tutt’altra via. [... Vacca, assistente di Peano, divenuto]
professore universitario di lingua e letteratura cinese [... Vailati che] nonostante la
crescente estimazione in cui era tenuto nel mondo scientifico italiano e straniero, |[...]
non ottenne la cattedra alla quale doveva aspirare. [...] Cosi fu che Vailati scomparve
dall’orizzonte torinese per girare l’ltalia come insegnante nelle scuole medie.

36 H. C. Kennedy, Life and Works of Giuseppe Peano, 2006. Na stronie 259 Kennedy podaje liste 45 cztonkow
Szkotly Peany.

37 B. Russell, Autobiography (1872-1914), Atlantic Monthly Press, Boston, 1967.

38 L. Einaudi, Ricordo di Giovanni Vailati (1958). In G. Vailati, editor, Epistolario (1891-1909), Einaudi, 1971.



Jak wspomina biograf Peany, H. C. Kennedy™, Tricomi, ktory w migdzyczasie zrobit
si¢ wptywowy we wloskiej spotecznosci matematycznej, wyrazat si¢ o Peanie uwlaczajaco
jeszcze dlugo po jego Smierci.

Francesco Tricomi (1897-1978)

Uczen Tricomiego, Lolli, pisze o Peanie™ jako o niewygodnej i dziwacznej postaci,
ktora przez pot wieku irytowata 1 zenowata, a w ostatnich trzydziestu latach, niemal pohanbita
cala profesje’'. Lolli nawiazuje tu do trzydziestu lat, w ktorych Peano po$wiecat sie coraz
bardziej problemom logiki 1 jezyka formalnego. Zarzuty, ze Peano nie odkryl twierdzenia
Gaodla o niezupetosci, sg dos¢ kuriozalne.

Krytykuje si¢ Peane jako przeciwnika uzywania pewnika wyboru, ktory zreszta sam
byt odkryt. Krytyka ta jest ahistoryczna. Przypomnijmy, ze opozycja Peany do pewnika
wyboru byta konstruktywna. Na przyktad w dowodzie istnienia rozwigzan rdéwnan
rozniczkowych, konstruuje selekcje przy pomocy porzadku leksykograficznego. Dzi§ ta
postawa jest powszechnie szanowanym konstruktywizmem.

W jakim stopniu wspomniany ostracyzm przyczynit si¢ do niepamigci dokonan Peany,
nie wiemy. Peano pozostal przeciez mimo niego wielkim autorytetem migdzynarodowym™.

Najwazniejsze ksiazki Peany
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1888.
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39 H. C. Kennedy, Life and Works of Giuseppe Peano, 2006.

40 G. Lolli, Nel cinquantenario di Peano, Scientia, 117, 361-363, 1982.

41 [Lo] scomodo e bizzarro personaggio che per circa cinquanta anni aveva disturbato ed imbarazzato, ¢ negli
ultimi trenta quasi disonorato la intera professione.

42§ Dolecki i G. H. Greco, Tangency vis-a-vis differentiability in the works of Peano, Severi and Guareschi. J.
Convex Analysis, 18, 301-339, 2011.
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