CHAPITRE 1

Théorie des ensembles

1. Motivation

Jusqu’au XIX€ siécle les mathématiques furent développées a I'aide d’un
langage informel, mélangeant des expressions mathématiques avec celles de
la langue courante. Ainsi le discours mathématique ne pouvait pas éviter des
ambiguités présentes dans les langues naturelles, car I'interprétation séman-
tique n’y est pas univoque. D’ott de nombreux cas d’erreurs dans des ceuvres
mathématiques de I’époque.

La nécessité de rigueur fut ressentie par plusieurs grands esprits, comme
Georg Cantor (1845-1918), Giuseppe Peano (1858-1932), Bertrand Russell
(1872-1970) et autres. Nous leur sommes redevables pour la création du
langage mathématique moderne rigoureux, celui de la théorie des ensembles.

David Hilbert (1862-1943) écrivait de cette contribution «Que personne
ne puisse nous chasser du paradis que Cantor nous a bati» ). Plus tard, en
parlant au Congrés des Mathématiciens & Bologne en 1928 du langage formel
de Peano, Hilbert disait que c’était un outil essentiel pour sa théorie de la
démonstration (2).

F1GURE 1.1. Georg Cantor, Giuseppe Peano et Bertrand Russell

La plupart des notions et des résultats concernant les nombres cardinaux
et ordinaux évoqués dans ce chapitre, sont dus & Cantor.

1. Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben kénnen.

2. |...] ein wesentliches Hilfsmittel fiir meine Beweistheorie [ist] die Begriffsschrift ; wir
verdanken dem Klassiker dieser Begriffsschrift, Peano, die sorgfiltigste Pflege und weitge-
hendste Ausbildung derselben.
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2. Fondements

Une théorie déductive est fondée sur des notions primitives, autrement
dit non définies, et des propositions primitives appelées azxiomes, c’est-a-dire
non démontrées mais déclarés valables. Les notions et propositions primi-
tives sont en nombre fini. La signification d’une notion primitive est donnée
indirectement par les axiomes qui la concernent.

Toute notion d’une théorie déductive est définie, moyennant des régles
syntaxiques, & partir des notions ayant déja une signification. Toute propo-
sition de la théorie est déduite des propositions retenues vraies, moyennant
des régles logiques inférentielles finies.

Une telle procédure est récursive. Elle nécessite donc des notions et des
propositions primitives, car si toute notion était définie par d’autres notions
ou toute proposition était une conséquence d’autres propositions, on n’arri-
verait pas, en reculant & I’infini, & une signification (®). Une théorie déductive
est cohérente si elle ne contient pas de propositions contradictoires (4.

Dans la théorie des ensembles, la notion d’ensemble est primitive. Un
ensemble est déterminé par ses éléments (cf., 'axiome d’extensionalité).

A partir de deux formules élémentaires € y (z appartient a y) et
x =y (x est égal a y), on construit des formules moyennant des connectives
logiques :

VN, =, =,

respectivement, la négation, 'alternative, la conjonction, 1'implication et
I’ équivalence et les deux quantificateurs, existentiel 3 et wuniversel V. Par
exemple, si «, 3, p(z) et Y(x) sont des propositions, alors —a V 3, 3, p(x),
Vo (p(x) = ¢(x)) sont des propositions formées a partir des propositions
précédentes a 'aide des connectives et quantificateurs ).

On définit 'inclusion A C B par x € A = x € B pour tout x.

Une liste d’axiomes fonde la théorie. On utilise d’habitude le systéme de
Zermelo-Fraenkel avec I’axiome du choix (ZFC).

On n’étudie pas ici la théorie des ensembles de fagon systématique. Disons
seulement que parmi les axiomes de ZFC, il y a celui d’extensionalité, disant
que X =Y si et seulement si

ze€X << z€Y,

pour tout z. L’axiome de I'union dit que pour tout ensemble (d’ensembles)
X, il existe un ensemble Y := [ J X tel que

yGUX‘:’AEXyGA'

3. Une telle procédure est une arborescence avec des (multiples) racines.

4. En 1931 Kurt Goédel a démontré que le théorie des ensembles contient des proposi-
tions, qui ne sont pas décidables, c’est-a-dire que ’on ne peut ni démontrer ni infirmer.

5. D’ailleurs, certaines de ces formules peuvent étre écrites moyennant d’autres, par
exemple, (a = ) <= (-a V ).
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L’axiome de la puissance affirme que pour tout ensemble X | il existe I’ensemble
2% de toutes les parties de X,

Ye2X =Y CX,

ete. Bien stir, @, X € 2% pour tout X. Une partie A de X est dite propre si
A% Tet A+ X.

L’axiome de séparation dit que pour toute formule ¢(z) et tout ensemble
X, il existe I’ensemble

{reX:px)}.

La restriction de la formule & un ensemble est ici essentielle. En général, il
n’existe pas l’ensemble de tous les = qui vérifie p(x).

Exemple 2.1 (Paradoxe de Russell). Il n’existe pas ’ensemble de tous
les ensembles X pour lesquels X ¢ X. Effectivement, si Y était un tel
ensemble, alors, par définition, Y € Y si et seulement si Y ¢ Y.

Comme conséquence, il n’y a pas d’ensemble de tous les ensembles.
Effectivement, s’il existait un tel ensemble U, alors selon I'axiome de sé-
paration, Y := {X € U : X ¢ X} serait un ensemble, d’ott la contradiction
notée auparavant.

Cependant on peut parler de la classe de tous les ensembles, en traitant
le terme classe comme externe a la théorie des ensembles.
Enfin, 'aziome du choiz affirme que

Axiome 2.2 (Peano-Zermelo). Pour tout ensemble X d’ensembles non
vides, il existe une application f : X — |JX telle que f(A) € A pour tout
AecX.

On attribue généralement la formulation de cet axiome & E. Zermelo [34]
de 1904, mais il fut déja formulé par G. Peano dans [26] en 1890.

Un élément u d’un ensemble ordonné (X, <) est dit mazimal si x > u
implique que x = u.

Théoréme 2.3 (Zorn-Kuratowski). Soit X un ensemble ordonné par
<. Si pour toute partie totalement ordonnée L de X, il existe w € X tel que
I < w pour tout | € L, alors pour tout x € X il existe un élément maximal
u € X tel que x < u.

La preuve de ce théoréme (dans le cadre de ZFC) sera donnée dans
lannexe A (théoréme A.3.11). En réalité, il est équivalent & ’axiome 2.2 du
choix dans ZF.

Les propositions logiques correspondent & des opérations sur les parties
d’un ensemble; si A == {w e W :p(w)} et B={weW :¢(w)}, alors on



4 ANALYSE FONDAMENTALE

a, respectivement,

A =W\NA={weW: —pw)}
AUB={weW :p(w)Vi(w)},
ANB={weW :p(w)ANp(w)}
ACB e (¥ o) = plw),

)

A=DB<+= (wevw p(w) <= Y(w)).

Si A(z) := {w e W : p(xz,w)}, alors I'union et l'intersection de A(z) pour
x € X, sont définies moyennant des quantificateurs existentiel et universel
respectivement :

Uzex A(z) = {w eW: erlX gp(m,w)} et

ﬂxeX A(z) = {w ew: Vv gp(:c,w)}.

zeX
Ainsi

y € UmeXYx = 3 yeY,

y € ﬂxeXYx = Y yeY,

Le produit J], .y Yz est défini comme I'ensemble de f: X — [, cx Y
telles que f(z) € Y, pour tout x € X, c’est-a-dire

[ Y= {f e (U, Y% ¥ f@)e Yx}.

En particulier, si Y = Y, pour tout z € X, alors [[,cx Y = Yy¥X.
Notons que I'axiome 2.2 du choix affirme que si Y, # @ pour tout z € X,

alors [[cx Yo # 9.
Pour tout w € X, on définit la projection m,, est une application

Tw - H:peX Y, > Y,

définie par m,(f) := f(w).
Si A C X, alors la fonction x4 : X — {0,1} définie par

l,size A
(L) N

s’appelle la fonction caractéristique de A. Si f : X — {0,1}, alors f = x4,
ou A:={x € X : f(z)=1}. Il existe donc une correspondance biunivoque
entre les parties de X et les fonctions de X dans un ensemble de deux
éléments. C’est pourquoi on note 2% Iensemble de toutes les parties de X.
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3. Relations, applications

Il découle des axiomes de la théorie des ensembles que pour deux ensembles
X,Y il existe leur produit X xY :={(z,y) :z € X,y € Y}.SiRC X xY,
alors on dit que R est une relation entre X et Y. Traditionnellement on note
(z,y) € R par zRy.

Pour tout A C X, I'image RA de A par R est définie par

RA:={yeY: xéIA(:L‘,y) € R}.

FIGURE 1.2. L’image RA d’un ensemble A par la relation R (ici
ayant deux composantes connexes) a, dans ce cas, également deux
composantes.

Observons que 'image d’une partie de X par une relation R C X XY est
une partie de Y, donc un ensemble. Il s’ensuit que I'image R {x} du singleton
{z} est un ensemble. Notons que

RA = UM R{z}.
La relation réciproqgue R~ de R (entre Y et X) est définie par
R :={(y,z) €Y x X : (2,9) € R}.

Comme R~! est une relation, les symboles R~!B et R~!{y} ont un sens
précis pour tout B C Y et tout y € Y. Bien siir,

r€ Ryl <= yecR{z}.
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Pour tous R C X xY,;A C X et B C Y, les formules suivantes sont
équivalentes :

(I.2) RANB # @,
(1.3) ANR'B+ o,
(1.4) (Ax BINR # @.

STRCX xYetScCY x Z, alors la relation composée S o R (entre X

et Z) est définie par
(SoR)A:=S(RA)

pour tout A C X. Par conséquent, on abrége SR := S o R. Il s’ensuit que
z € (SoR){x} si et seulement §’il existe y € R{z} tel que z € S{y},
cest-a-dire S~ {z} N R{z} # @.

Une relation R C X x Y est dite surjective si RX =Y ; injective si
R{xo} N R{x1} # & implique g = x1. En contraposant la définition, on
obtient

Proposition 3.1. Une relation est injective si et seulement si xg # 1
implique R{xo} N R{x1} = 2.

Nous avons déja employé des applications sans en donner une définition
formelle. Nous allons maintenant définir une application & partir d’une rela-
tion particuliére. Une relation R C X x Y s’appelle applicationnelle si pour
tout 2 € X il existe un élément R(z) de Y tel que

(15) R{z} = {R(x)},
c’est-a-dire, si R est une relation applicationnelle, alors elle définit une appli-
cation R: X — Y telle que (L5).

On souligne que I'image d’une partie d’'un ensemble par une application
est un ensemble. En particulier, si R est applicationnelle, alors R {x} est un
singleton. Par contre, 'image ]%(a:) de x par 'application R correspondante
est un élément de Y.

On désigne par Y I'ensemble de toutes les applications de X dans Y. Si
f: X — Y est une application, alors f définit une relation fC X xY telle

que f{z}:= {f(z)}. Bien entendu, f ! est également une relation (entre ¥’
et X).

Proposition 3.2. Une relation R C X X Y est applicationnelle si et
seulement si la relation réciproque R™' est injective et surjective.

Si f: X — Y, alors on appelle

Gr(f) :=={(z,y) e X xY :y = f(x)}
le graphe de f.

Une application f est injective (respectivement, surjective) si la rela-
tion applicationnelle correspondante 1'est. Par conséquent, f est injective si
f(xo) = f(x1) implique xg = x7; surjective si f(X) = Y. Une application
est dite bijective si elle est a la fois injective et surjective.
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Si f est injective, alors ffl est une relation applicationnelle entre f(X)
et X ; si f est bijective, alors f_l est une relation applicationnelle de Y dans
X (d’aprés la proposition 1.3.2). On note f~! I'application correspondante.

Si f: X — Y est une application, X C X; et Y C Y7, alors on appelle
un prolongement de f, toute application f; : X1 — Y7 qui coincide avec f
sur X, c’est-a-dire f1(z) = f(x) pour tout z € X.

Remarque 3.3. Dans la notation traditionnelle, f(A) désigne 'ensemble
{f(x): 2 € A}, Cest-a-dire fA dans notre notation ; de méme, traditionnel-
lement, f~1(B) dénote {z € X : f(z) € B}, clest-a-dire f'B dans notre
notation. La notation traditionnelle n’échappe pas & des incohérences, par
exemple, f~1(y) peut signifier 'image réciproque de y par f (qui est un
ensemble), ainsi que la valeur de y par 'application réciproque de f quand f
est injective (qui est un élément). Néanmoins, afin de ne pas alourdir Iécri-
ture, nous allons employer la notation traditionnelle, évitant des ambiguités
grace au contexte.

La relation diagonale I := Ix C X x X est définie par
(1.6) Ix ={(z,y) e X x X :x=y}.

Autrement dit, Ix = {(z,z) : © € X}. Bien entendu Ix {z} = {z} pour tout
x € X et, par conséquent, toute relation diagonale est applicationnelle, et
I’application correspondante est 1'identité, c’est-a-dire ix : X — X telle que
ix(x) := x pour tout z € X.

Une relation R C X x X est dite réflexive si I C R, symétrique si
R~ = R, antisymétrique si RN R~' C I, transitive si RR C R. Rappe-
lons qu’'une relation R C X x X est dite d’équivalence si elle est réflexive,
transitive et symétrique, et d’ordre (large) si elle est réflexive, transitive et
antisymétrique.

Soit R une relation d’équivalence sur X. On note X/R le quotient de
X par R, c’est-a-dire I’ensemble des classes d’équivalences de R. Autrement
dit,

X/R:={R{z}:z € X}.
Puisque R est réflexive, X = J, .y R{x}. Définissons "application quotient
mr: X — X/R par mr(z) := R{z}. Autrement dit, 7 associe a tout z € X
sa classe d’équivalence R {z} par rapport & R. On voit facilement que

Proposition 3.4. Toute application quotient est surjective.

Exemple 3.5. Pour toute application f : X — Y, la relation ~ sur X
définie par
(17) TR T < f(l‘()) = f(SL‘l),

est une relation d’équivalence, car la famille { f~Hy}:ye Y} consiste de
parties disjointes deux & deux, dont I'union est égale a X. La classe d’équi-
valence de = est f~! {f(x)}. On note X/f le quotient par rapport a cette
relation.



8 ANALYSE FONDAMENTALE

4. Suites

Une suite sur X est une application d’'un ensemble dénombrable infini
dans X. Si f : A — X est une suite (sur X), alors souvent on note x,, := f(n)
pour tout n € A, et on désigne f comme (x,)nec4. D’habitude 'ensemble des
indices d’une suite est N tout entier et, dans ce cas, on la note (x,)nen ou
(zn)n. Souvent 'ensemble des indices est une partie infinie de N, par exemple,

Ny, :={neN:m <n},

ot m € N. (0)

L’ensemble N est muni de son ordre naturel. Cet ordre intervient dans la
définition classique de la convergence d’une suite dans un espace métrique ou
topologique, mais, comme nous verrons, il n’y est pas essentiel. En particulier,
la permutation des indices d’une suite n’influe pas sur sa convergence. Nous
allons décrire la convergence d’une suite en terme des parties cofinies de
I’ensemble des indices.

Une partie A d’un ensemble Y est dite cofinie si X \ A est fini.

Considérons les suites suivantes

(1) (%)nGNla
(11) (O)TLENa
(iii) (max{(fi) ;0 ) neny
(1V> 17%7%7%7%)%7 7%7"')%7-
——
n fois
(V) 1’17%717%7%7 7]‘7"'7%7'
———
n termes

sur 'ensemble R (des nombres réels). Il y a une différence notable entre les
suites ci-dessus. On considére les images réciproques des éléments de I'image
de la suite.

(i) L’image réciproque de tout élément est un singleton, c’est-a-dire la
suite est injective.

(ii) I’image réciproque du seul élément de 'image est infinie.

(iii) I y a un élément, dont I'image réciproque est infinie et l'infinité
d’autres ont les images réciproques finies (7).

(iv) L’image réciproque de tout élément est finie.

(v) Les images réciproques de tous les éléments sont infinies.

On dira qu’une suite f sur X est libre si

{n:f(n) =}

6. En particulier, N; = N* := N\ {0}, ou N* est une notation traditionnelle assez
répandue.
7. Par conséquent, 'image de la suite est infinie.
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est finie pour tout z € X.(® Notons que 'image d’une suite libre est néces-
sairement infinie.
On appelle le noyau d’une suite (z,), ’ensemble

(1.8) ker, o0 T 1= m N {z : k>n}.

C’est un ensemble dénombrable (infini ou fini). Comme une conséquence
immeédiate des définitions,

Proposition 4.1. Pour que x € kerp_ooxn il faut et il suffit que
{neN:z=ux,} soit infini.

D’aprés la proposition 4.1,
Corollaire 4.2. Une suite est libre si et seulement si son noyau est vide.

Une suite (), est dite principale si son noyau ker,, o, , n’est pas vide
et {n:x, & kery_oo xr} est fini. Une suite (x,), est dite stationnaire s’il
existe = tel que {n : z, # x} est fini. Bien entendu, toute suite stationnaire
est principale.

Exemple 4.3. Le noyau de (ii) est fini non vide et celui de (v) est égal
a N, et tous les termes de ces suites appartiennent & leurs noyaux. Ce sont
donc des suites principales.

Exemple 4.4. Les noyaux des suites (i) et (iv) sont vides, et par consé-
quent, les suites sont libres.

Exemple 4.5. La suite (iii) n’est ni principale ni libre. Effectivement,
ker,, o0 , = {0}, mais {n : x, # 0} est infini.

Théoréme 4.6 (Décomposition de suites). Pour toute suite (x,,)n qui
n’est ni principale ni libre, il existe deux ensembles infinis A et B tels que
AUB =N et AN B = @& de telle sorte que (xp)neca est libre et (xy)nep est
principale.

DEMONSTRATION. Comme (x,)neny n'est pas libre, alors son noyau
Q@ := ker,_o T, n'est pas vide. Bien entendu, B := {n € N: xz, € Q} est
infini. Puisque (x,,)nen n'est pas principale, A := {n € N: x,, ¢ Q} est infini.
La suite (2, )nea est libre, car son noyau

ﬂneA{xk:keA,k‘Zn}

est inclus dans @ et, d’autre part, {z,, : n € A} N Q = @. La suite (z,,)nen
est principale, car son noyau est égal & @) et, en plus, sin ¢ B, alors x,, ¢ Q.
O

Une suite (yg)y est dite extraite de (z,,), s’il existe m € Net f : N,, = N
tels que

limy o0 f(k) = 00 €t Yy = T 51

8. En anglais, finite-to-one.
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pour tout k£ € N,,.

Une suite (y)x est dite strictement extraite (c’est-a-dire suite extraite
au sens traditionnel) de (z,), s'il existe f : N — N strictement croissante
telle que yx = x () pour tout k € N.

Bien entendu, toute suite strictement extraite est une suite extraite.
D’autre part,

Proposition 4.7. Si (yx)x est une suite extraite de (xy,)n, alors il existe
une suite extraite de (yg)r qui est une suite strictement extraite de (xy)p.

DEMONSTRATION. Soit m et f : Ny, — N telle que et y = x () pour
tout k € N,,, et limg_, o f(k) = 0o. Alors pour tout p € N, il existe le premier
k = h(p) tel que

f(h(p)) > max {f(k): k < p}.
Il est clair que h(p) < h(p+1) et f(h(p)) < f(h(p+1)). Ainsi h: N = N,,
et foh : N — N sont strictement croissantes, donc (x(,))p est une suite

strictement extraite de (yx)x et (Z fon(p))p est une suite strictement extraite
de (zp)n- O

Proposition 4.8. Soit (yi)r et (), deux suites libres dans X. Alors
(y )k est une suite extraite de (z,)n si et seulement si

{yr : k e N} \ {z, : n € N}

est fini.

DEMONSTRATION. Si (yg)x est une suite extraite de (z,)n, alors il existe
m € N tel que {yx : k € N,,,} C {z, :n € N}. Ainsi {yx : & < m} est fini.
Réciproquement, si la condition est remplie, alors il existe m € N tel que
{yr : k € N,,} € {xy, : n € N}, donc pour k € Ny, on pose f(k) =n si y, =
Zy. Ceci définit une application f, car les suites sont libres. Bien entendu, f
est strictement croissante. 0

Proposition 4.9. Soit (A,), une suite de parties dénombrables infinies
telle que Apt1 \ A, est finie pour tout n. Alors il existe une partie infinie
A telle que Axo \ Ay, est finie pour tout n. )

DEMONSTRATION. Soit ag € Ag. Pour tout n il existe
n
ap € mp:O Ap\{ag,a1,...,an—1},

car cette partie est infinie. Alors Ay := {a, : n € N} a la propriété requise.
En effet, si n < p alors a, € A, donc A \ Ay, C {ao,...,an}. O

Corollaire 4.10. Pour tout n € N, soit (z}}), une suite dans X de telle

sorte que (z})y est une suite extraite de (x3),. - Alors il existe une suite
(23°),, dans X qui est extraite de (x)), pour tout n € N.

9. Une telle partie Ao s’appelle une presque-intersection de {A, : n € N}.
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5. Cardinalité

Disons de facon informelle que la cardinalité d’un ensemble fini est le
nombre de ses éléments. Deux ensembles finis ont la méme cardinalité si et
seulement s’il existe une bijection entre eux. Ce fait devient la définition de
cardinalité d’ensemble arbitraire.

Deux ensembles X, Y sont dits équipotents (X ~Y') s'il existe une bijec-
tion f: X — Y. Si X,Y, Z sont trois ensembles, alors X ~ X (réflexivité),
si X ~ Y alors Y ~ X (symétrie), et X ~Y et Y ~ Z entraine X ~ Z
(transitivité). Par conséquent, 1’équipotence est une relation d’équivalence
sur la classe de tous les ensembles.

Une classe d’équivalence des ensembles équipotents s’appelle un nombre
cardinal. On désigne card X (ou |X|) la classe des ensembles équipotents a
laquelle appartient X, c’est-a-dire la cardinalité de X.

Traditionnellement on utilise les caractéres minuscules grecs, du milieu
de l'alphabet (19 s, X, p,... pour désigner des cardinaux.

Soit k, A deux cardinaux. Par définition,

(1.9) k<A

s’il existe une application injective f : X — Y pour deux ensembles X et Y
tels que Kk = card X et A =cardY.

Bien entendu, si X et Y sont deux autres ensembles tels que x = card X
et A\ = card Yp, alors il existe une injection fy : Xg — Y. Effectivement, si
g:Xo— Xeth:Yy— Y sont des bijections, alors h~! o fy o g est une
injection de Xy dans Yj.

On peut également caractériser (1.9) en termes de surjections.

Proposition 5.1. Soit X, Y deuzr ensembles. Alors card X < cardY si
et seulement s’il existe une application surjective g : Y — X.

DEMONSTRATION. Soit card X < cardY, c’est-a-dire il existe une injec-
tion f: X — Y. Ainsi pour tout y € f(X) il existe un unique € X avec
y = f(z). Soit g : Y — X une application telle que g(y) := = s’il existe
z € X avec y = f(x). 1) Alors g est une surjection.

Réciproquement, si g : Y — X est une surjection, c’est-a-dire si g~ (z) #
& pour tout z € X, alors d’aprés 'axiome 2.2 du choix, pour tout x € X il
existe f(x) € g~!(x). Comme g~ (x9)Ng~!(x1) = @ si zg # 71, Uapplication
f: X — Y ainsi définie est une injection. O

Ainsi, < est une relation sur la classe des cardinaux. Il est immeédiat
qu’elle est réflexive et transitive. Le théoréme suivant affirme qu’elle est
également antisymétrique.

Théoréme 5.2 (Cantor-Bernstein). Si k < X et A < K, alors A\ = k.

10. En réservant plutot les premiers caractéres «, 3,7, etc... pour les nombres ordinaux.
11. Implicitement, g(y) est un élément arbitraire de X siy € Y\ f(X).
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DEMONSTRATION. Puisque A < x il existe deux ensembles X et Y tels
que card X = kg,cardY = A et Y C X. D’autre part, k < A, c’est-a-dire il
existe une application injective f: X — Y.

Xo

Zy:= X9\ Yo

Notons X := X, Yy :=Y, Zp:= Xo \ Yo et
Xnt1 = f(Xn), Yog1 := f(Ya) et Zni1 = f(Zy).

Comme f est injective,

Z1 = f(Zo) = f(Xo \ Yo) = f(Xo0) \ f(¥Yo) = X1 \ Y7,
et, plus généralement, Z,, = X,, \ Y,,. Soit Z := |J;2, Z,. Donc

@)=\ 1@ =\J_ Z=2\%

De plus, Z, N Zi = & sin # k.
Définissons h : X — Y par

h(z) = { i’(xs)iv ;;fze. Z,

La fonction h est injective, car f(Z) C Z est la restriction de f a Z est
injective, et l'identité est injective sur X \ Z. La fonction h est surjective sur
Y. Effectivement, puisque h est injective,

MX)=h(ZU(X\Z2))=f(Z)uX\Z
=(Z\Zy)U(X\2)=X\2Zy=Y.
Ceci montre que kK = . O
Par conséquent, la relation < sur les cardinaux est un ordre. On note
k<Asik < Aet k# A

Un ensemble X est dit fini si toute application injective f: X — X est
surjective.
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L’ensemble vide & est fini, car la seule application f : & — @ est surjec-
tive 12, On note 0 := card @. L’ensemble {&} est fini, car la seule applica-
tion f: {@} — {@} est une bijection. On définit 1 := card {&} = card {0},
2 := card {@, {@}} = card {0, 1} et ainsi de suite (13

D’apreés 'exercice 12, tout ensemble ainsi construit est fini et, réciproque-
ment, tout ensemble fini est équipotent & un tel ensemble.

On appelle aleph zéro et on note Ny la cardinalité de N. C’est un ensemble
infini, car 'application s : N — N définie par s(n) := n + 1 est injective,
mais n’est pas surjective, puisque 0 ¢ s(N).

Un ensemble de cardinalité R est dit dénombrable infini.

Proposition 5.3. Xy est le plus petit cardinal infini.

DEMONSTRATION. Puisque aucune application de {0, 1,...,n — 1} dans
N est surjective, cardN > n. Si X est un ensemble infini, alors il existe
xo € X et, pour tout n € N il existe z,, € X \ {zg,21,...,2n—1}. Donc
d’aprés la proposition 5.1, Xg = card N < card X. O

On définit la somme k + A, le produit k- X et la puissance \* de deux
nombres cardinaux k et A par

K+A @ =card(XUY) si XNY =g,
k-A : =card (X xY),
A = card(YY),

ou Kk = card X et A\ = cardY. L’exercice 13 montre que ces définitions ne
dépendent pas des représentants particuliers X de k et Y de .

Il s’ensuit que les opérations + et - sont associatives, commutatives et
distributives, une par rapport a 'autre.

On note que (19
(K- AP = KM\
AT = kN RH,
(KNP = kA

D’autre part,

KA p < A4 p,
(1.10) K<A=< K-u<Apu,

K< AH,

12. Effectivement, le produit @ x @ = & a une seule partie &, donc il existe une seule
relation binaire sur @. Comme sa relation réciproque est injective et surjective, @ est
applicationnelle. D’ailleurs elle correspond a une application bijective.

13. Cette définition des nombres naturels est due & von Neumann.

14. 11 faut bien distinguer £ := k®") et (k*)". Par exemple, 922" = 2¢ est la cardi-
nalité de 'ensemble de toutes les familles de parties de X, tandis que (2%)%0 = 220 —
oMo — ¢,
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ainsi que
(1.11) 0< k< \=pu" < p

Cependant £ < A n’implique pas des inégalités strictes dans (1.10) et
(I.11) (Voir l'exercice 14).

Proposition 5.4. Ng = Ny + Ng = Ny - Ny,

DEMONSTRATION. Bien sir, 8y < Rg 4+ Xy < R - Xg. Puisque card(N) =
Np, afin de parachever la preuve, il suffit de construire une fonction injective
f:NxN—=N.

Soit S(n) := > p_,k et, pour tout (p,q) € Nx N,

f(p,q):==5(p+q) +p
Montrons que f est injective. Supposons que f(po, qo) = f(p1,q1). Si po = p1,
alors S (po 4+ qo) = S(p1 + q1) et comme S est une application injective,
po+ qo = p1 + q1, Aot g9 = q1- Si pg # p1, par exemple, pg > p1, alors
S(p1+q1) > S(po + qo), donc

Po>po—p1=SP1+aq1)—S{o+aq)>po+aq +1,

d’ott —1 > qg, une contradiction. O
Il s’ensuit que card Z = Ng car Z = NU —N.
Corollaire 5.5. card Q = Ny.

DEMONSTRATION. Comme tout rationnel admet (au moins) une représen-
tation de la forme %, ou k € Z et n € Ny, lapplication (k,n) — % est

surjective de Z x Ny sur QQ, donc ¥g > cardQ > card N = Ry, car N C Q. I
Proposition 5.6. Si k est un cardinal, alors
K0 = 1,
1" =1,
k>0=0"=0.

DEMONSTRATION. Par définition, x° est la cardinalité de ’ensemble des
applications du domaine vide dans un ensemble Y de cardinalité . L’en-
semble @ x Y = @ admet une seule partie @ (card 22*Y = 1), c’est-a-dire il
y a une seule relation @ dans @ x Y. Cette relation est une application, car
elle est injective et @~ 1(Y) = @.

Par définition, 1% est I’ensemble des applications d’un ensemble X de
cardinalité £ dans un ensemble de cardinalité 1, par exemple, {0}. Il y a
une seule relation R dans X x {0} pour laquelle R~1{0} = X, et cest
R := X x {0}. Etant injective, c’est une application, donc 1% = 1.

Enfin, 0% est la cardinalité de ’ensemble des applications d’'un ensemble
non vide X (card X > 0) dans @. Il y a une seule relation dans @ = X x
@, notamment @ et ce n’est pas une application, car @ = @~'@ # X, donc

0% = 0. O
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Théoréme 5.7 (Cantor). Si k est un cardinal, alors k < 2°.

DEMONSTRATION. Soit X un ensemble de cardinalité k. Puisque h :
X — 2% donnée par h(x) := {z} € 2% est injective, K < 25. Si f: X — 2%
est une application, alors f n’est pas surjective, car

{reX xgflx)}

n’est pas dans f(X). Supposons qu’'au contraire, il existe y € X tel que
fly) = {zeX:x¢ f(x)}. Par conséquent, y € f(y) si et seulement si
y ¢ f(y), ce qui est une contradiction. O

Il s’ensuit qu’il y a une infinité de cardinaux infinis, car si k est un
cardinal infini, par exemple, k = Ry, alors les cardinaux

k<28 <22 <92 o

sont tous différents. Nous avons déja observé & propos du paradoxe 2.1 de
Russell, qu’il n’existe pas I’ensemble de tous les ensembles. C’est aussi une
conséquence immédiate du théoréme 5.7, qui également implique que

Corollaire 5.8. Il n’existe pas la cardinalité la plus grande.

6. Le continu

Rappelons que R est complet au sens que toute partie non vide majorée
(respectivement, minorée) A de R a la borne supérieure sup A € R (respec-
tivement, inférieure inf A € R) (19),

Proposition 6.1. L’ensemble R n’est pas dénombrable.

DEMONSTRATION. Supposons qu’au contraire il existe une suite (),
telle que R = {ry, : n € N}. Soit n; le premier élément de N tel que ro < 7y,
Soit ny le premier élément de N tel que ro < rp, < 7y,.

On construit ainsi, par récurrence, une suite (7, ); strictement extraite
de (rn)n telle que ngio est le premier élément de N tel que T,y €St entre
Tn, €t 7, . Par conséquent,

70 < Trgy < -0 < Pgppy < Ty

Puisque toute partie majorée admet la borne supérieure dans R et toute
partie minorée admet la borne inférieure dans R, il existe » € R tel que

Sup Tngk S r S

inf r .
keN keN "R

D’aprés la construction, r ¢ {r, : n € N}. Une contradiction. O

On note ¢ la cardinalité de la droite réelle R, et on 'appelle le continu.
La proposition 6.1 montre que Ng < ¢. On prouvera dans la proposition 6.4
un résultat plus précis, a savoir, ¢ = 2%,

15. Voir 'annexe A pour les définitions.



16 ANALYSE FONDAMENTALE

L’ensemble {0, l}N = [I,,en 10,1}, appelé le cube de Cantor, est, par
définition, I’ensemble de toutes les applications f sur un ensemble dénom-
brable infini & valeurs dans {0,1}

fef{o, 1}V = 5 :N-{0,1},

donc peut étre identifié, moyennant la fonction caractéristique (I.1), avec
Pensemble de toutes les parties de N. Bien entendu, card({0,1}") = 20

L’ensemble de Cantor C' est composé des nombres réels r, dont une
représentation ternaire vérifie

(I.12) r= Z T?():) et nele r(n) € {0,2}.
n=1

Par conséquent, C' C [0, 1].

Proposition 6.2. Tout élément de ’ensemble de Cantor C' admet une
représentation unique de la forme (1.12).

DEMONSTRATION. Soit r, s deux éléments de C'. Bien entendu, r(n) et
s(n), pour n € Ny, sont les termes de leurs représentations ternaires (1.12)
respectives. On note #(r,s) le premier n € Ny tel que r(n) # s(n) et
#(r,s) = oo si r = s. Par conséquent, si r,s € C et r < s, alors il existe n
avec 1 <n < oo et n = #(r,s). Donc r(n) =0 et s(n) = 2. J'affirme que

1
min {s —r: #(r,s) =n} = 3
Sir<setn=4#(rs), alors (16)
2 e} —
s 2 )
3" k=n+1 3
(1.13)
L2 2=
= 3n  3gntl = 3k = 3n’

Cette minoration atteint sa borne pour 7(n) = 0 et r(k) = 2 pour tout k > n
et s(n) =2 et s(k) = 0 pour tout k > n. O

L’ensemble des r € [0, 1] pour lesquels (1) # 1 est (niveau 1) ci-dessous,
de ceux pour lesquels (1) # 1 et r(2) # 1 est (niveau 2) et ainsi de suite.
Par conséquent, C est 'intersection des unions des niveaux suivants

(niveau 0) I:=10,1]
(niveau 1) Ip:=[0,%], I :== [3,1]

(niveau 2) Ipo := [0, é] , o = [%7 %] ; Iio == [%7 %] y fi1= [%7 1]

(niveau n) [0, L], [l i], [3n_3 3n_2], [3n_1 1]
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Par exemple, si #(r,s) = 1, c’est-a-dire r(1) # s(1), alors r et s appar-
tiennent & deux intervalles différents du premier niveau ; si #(r, s) = 2, alors
r(1) = s(1) et 7(2) # s(2), alors r et s appartiennent au méme intervalle du
premier niveau et & deux intervalles différents du deuxiéme niveau 7).

Proposition 6.3. L’ensemble de Cantor est équipotent au cube de Cantor.

DEMONSTRATION. L’application de {0, 1}N dans C donnée par

Fiy =3 2

n=0

est surjective, d’apreés la définition de ’ensemble de Cantor (1.12), et injective,
grace a la proposition 6.2. ]

Théoréme 6.4. ¢ = 280,

DEMONSTRATION. Nous allons définir F : R — 2%, Posons F(r) :=
{fr(n) :n € N}, ou f, : N — Q est injective et telle que r = lim,, o0 f;(n) 8.
Si rg # 71, alors

{fro(n) :n € N} N {fr (n) : n €N}
est fini, et en conséquence f,, # f,. Donc F : R — 2Q est injective, donc
¢ = card R < card 2@ = 2% Puisque Iensemble de Cantor C' est une partie
de R, 2% = card C' < cardR = ¢. Donc, d’aprés le théoréme 5.2 de Cantor-
Bernstein, ¢ = 280, O

Corollaire 6.5. c=c+c=Np-c=c-¢= o, 19
DEMONSTRATION. Bien évidemment, d’aprés (1.10),

c<c+c<Ng-c<c-g,

puisque 1 <2< Ry <c¢ et c-c=c2 <o, car 2 < Ny.
D’autre part, d’aprés la proposition 5.4 et le théoréme 6.4, ¢No = (2%0)Ro =
2RoNo = N0 = ¢, M

Il s’ensuit, par exemple, que le nombre des suites a valeurs dans {0, 1}
est le méme que le nombre des suites a valeurs dans N, qui est le méme que
le nombre des suites & valeurs dans R.

Exercices
Solutions : pages 269-277.
(1) % Soit P, R C X x Y. Vérifier que
(a) (R7) ™' =R,
(b) PCR= P 'Cc R,

17. Observons que si v € C, alors {r} =10, [+q) r@  r(n)-
Bt i

18. Bien str, il y a beaucoup de suites vérifiant cette condition.
19. Ce corollaire découle d’un fait plus général (théoréme A.5.6 & venir).
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(c) RF'B={re€ X :R{z}NB +# o}
(2) * Soit X,Y deux ensembles et R C X x Y. Montrer que
(a) st Aj C X pour tout j € J, alors R(U,;c; 4j) = U, RA;,
(b) il existe R telle que R(AN B) # RANRB,
(c) si R est injective, alors R((;c; A;j) = ey R4,
)

(d) sont équivalentes :

(i) RANB +# @,
(ii) ANR'B+# o,
(iii) (AXxB)NR# @.

(3) Soit X,Y,Z ensembles, R C X xY et S CY x Z. Montrer que
(a) st AC X et C C Z, alors
CN(SoR)A+# @ < RANSIC # @,
(b) (SoR)'=R1los™ L

(4) x Soit f: X = Y et A; C X, By CY pour tous les j € J et
k € K. Montrer que

(@) f(Ujes45) = Ujes fA5,
(b _1(UkeK Bk) = UkeK f_lBk,

) f
(©) fH Nkex Br) = Nier £~ B,
(d) st AC X et BCY, alors
Ac(fof)A (fof )BCB.
(5) Caractériser I'injectivité et la surjectivité d’une fonction f moyen-
nant les compositions f~'o f et fo f~1.

(6) Soit R C X x Y. Par définition, pour A C X, la polaire de A par
R est R*A := (1,4 R(z). Montrer

(a) les équivalences :
B C R*A,
Ac (RY)B,
Ax BCR,

(7) Soit RC X x X et I C X x X, la relation diagonale (1.6). Vérifier
que

(a) Rol=1I0oR=R,
(b) R est symétrique <= RC R™! <= R™! = R,
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(c¢) R est transitive <= Ro R C R,
(d) R est réflexive <= I C R,
(e) R est une équivalence <= R est réflexive et R"1 o R C R.

(8) Toute application f admet une décomposition f = h o g, telle que
g est surjective et h est injective.

(9) Montrer que

(a) f: X — Y est surjective si et seulement s’il existe une appli-
cation injective g : Y — X telle que f o g = iy, l'identité sur
Y (g est dite une application quasi-réciproque ou une section
de f).

(b) s'il existe une application g : Y — X telle que go f = ix (une
telle g s’appelle une rétraction de f), alors f est injective et g
est surjective.

(10) % Calculer le noyau des suites suivantes et déterminer si elles sont
libres ou stationnaires :

(a) z :=max {(—1)",0} pour n € Ny,

(b) yk::%si@§k<%,pourneN1etkeN,

(c) zx = 2k7(n31)n+2 si (”_QI)n <k< % pour n € Nj et

ke N.

(11) Montrer que tout intervalle de longueur non nulle de R est équipo-
tent a R.

(12) Montrer que
(a) si X est un ensemble fini, alors il existe n € N tel que card X =
n?
si X est un ensemble fini et si y ¢ X, alors X U {y} est fini,
toute union finie d’ensembles finis et finie,
tout produit fini d’ensembles finis est fini,
si X,Y sont finis, alors Y est fini.
(13) x Si X équipotent & X; et Yy équipotent & Y7, alors
(a) si XoNYp =@ et X1NY) =, alors Xy UY) est équipotent a
XUV
(b) Xo x Yp est équipotent & X x Yj.

(c) Yoo est équipotent a Y; X1,

(14) Soit K, A, i des nombres cardinaux.
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(a) Montrer que si K < A, alors

K+ <A+ p,

K- < A Ky
K <M
pt <t si0 < k<A
(b) Observer que k£ < X\ n’implique pas les inégalités strictes dans
(i)-(iv).

(¢) Montrer que

AT = N KM,

(ﬁ)‘)“ = KNP,
(15) * Combien y a-t-il de
(a) fonctions f: R — R?

(b)
(c)
(

parties finies de N 7
suites a valeurs dans {0,1} 7

)
(e)

(f) polyndmes a coefficients entiers ?

suites & valeurs dans N ?

suites & valeurs dans R ?

(g) nombres algébriques ?

(16) Soit A, B deux parties infinies dénombrables de X. On dit que A et
B sont presque disjointes si AN B est finie ; B est presque incluse
dans A si B\ A est finie (en symboles, B C* A). A et B sont dits
presque égauxr (A =" B) si B C* A et A C* B. Montrer que

(a) deux parties sont presque égales si et seulement si la différence
symétrique AAB := (A\ B)U (B \ A) est finie,

(b) la relation =* est une relation d’équivalence,

(¢) deux suites libres n’ont aucune suite extraite commune si et
seulement si leurs images sont presque disjointes.

(17) Soit X un ensemble infini dénombrable. Une famille A de parties
infinies est dite presque disjointe si Ag, A1 sont presque disjointes
pour chaque couple Agy, A1 d’éléments distincts de A. Une famille
A presque disjointe est dite mazimale si pour toute partie (infinie)
A de X, AU{AL} n’est pas presque disjointe. Montrer que

(a) si A:={A, : n € N} est une suite presque disjointe de termes
distincts, alors il existe une partie Ay ¢ A telle que AU{A}
est presque disjointe,
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(b) si A est une famille presque disjointe, alors il existe une famille
presque disjointe maximale B telle que A c B (29,

(c) une famille A est presque disjointe maximale si et seulement
pour toute partie infinie B il existe A € A tel que BN A est
infinie,

(d) si A est une famille infinie presque disjointe maximale, alors
card A > Ny,

(21)

(e) il existe sur X une famille presque disjointe de cardinalité ¢ V).

20. Appliquer le lemme 2.3 de Zorn-Kuratowki.
21. Indication : tout ensemble dénombrable infini X est équipotent & Q. Considérer une
famille de suites sur Q, dont les limites sont distinctes.



